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Après avoir considéré l’atomed’hydrogène et les atomes hydrogénoïdes, nous
traitons maintenant de l’atome d’hélium et, de façon plus générale, des atomes à
deux électrons. L’augmentation de la charge et de la masse du noyau ne présente
pas de di�cultés importantes, car nous savons comment traiter de façon rigou-
reuse le nombre atomique Z et les corrections relativistes, du moins lorsque Z
n’est pas très grand. C’est la répulsion coulombienne entre les électrons qui pré-
sente une di�culté considérable, car celle-ci dépend de la position respective
des électrons, qui contrairement au noyau, se déplacent constamment. Ainsi,
les électrons ne peuvent être considérés indépendants et leurs déplacements se-
ront corrélés.

Nous introduisons dans ce chapitre les concepts importants qui permettront
demieux comprendre la structure électronique de l’atome d’hélium et, par le fait
même, des atomes plus complexes qui composent le tableau périodique.
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Cette première section discute de façon qualitative la structure électronique
de l’atome d’hélium. À cet e�et, la �gure �.� présente la position des niveaux
énergétiques déterminés expérimentalement. Cette discussion permettra d’in-
troduire plusieurs des notions importantes qui sont traitées à l’aide des outils de
la mécanique quantique dans la suite de ce chapitre.

Le premier phénomène important que les données de la �gure �.� révèlent
est que les deux électrons interagissent fortement, car l’énergie de première io-
nisation de l’atome d’hélium dans son état fondamental �s� est beaucoup plus
petite que celle calculée pour deux électrons indépendants, indiquant une répul-
sion coulombienne considérable. Pour évaluer l’importance de cet e�et, consi-
dérons un moment les deux électrons indépendants. Dans ce cas, l’atome d’hé-
lium est réduit à un atome hydrogénoïde et l’énergie de liaison de chaque élec-
tron serait de −Z�Ry = −�Ry. � Ainsi, l’énergie de première ionisation serait de �. Un Rydberg (Ry) équivaut à ��.��� eV.

��.� eV pour deux électrons indépendants. Comparons maintenant l’énergie de Les calculs e�ectués dans ce chapitre repré-
senteront la plupart du temps l’énergie néces-
saire pour ioniser les deux électrons. Pour ob-
tenir l’énergie nécessaire pour ioniser qu’un
seul des deux électrons, il su�ra d’ajouter
l’énergie d’ionisation de l’électron �s de l’atome
He+ qui est de Z�Ry = ��.�� eV selon le mo-
dèle de l’atome hydrogénoïde

première ionisation calculée (��.�eV) avec celle obtenue expérimentalement.
Les données de la �gure �.� révèlent que l’énergie d’ionisation mesurée pour la
con�guration �s� est de ��.� eV. La di�érence d’énergie, ≈ ��, est considérable et
s’explique par la répulsion électrostatique entre les deux électrons. L’hamiltonien
de l’atome d’hélium devra obligatoirement inclure un terme de répulsion cou-
lombienne et celui-ci sera relativement important par rapport aux autres termes.
Étant donné que la répulsion dépend de la position relative des électrons et que
ceux-ci se déplacent constamment, il est di�cile de rigoureusement traiter les
atomes multiélectroniques.

Considéronsmaintenant les niveaux de l’atomed’héliumexcité. Tout d’abord,
il est important dementionner qu’il est très peu probable d’obtenir l’atome d’hé-
lium dans une con�guration où les électrons seraient tous deux dans des états
excités. En e�et, lorsque deux électrons sont excités simultanément, l’énergie
du système est telle qu’un électron est automatiquement éjecté, produisant un
ion He+. Ainsi, lors du traitement des états énergétiques de l’atome d’hélium
neutre �, le niveau fondamental �s est toujours occupé par au moins un élec- �. He I correspond à l’hélium neutre et He II à

He+tron.
La con�guration d’un niveau excité est représentée par la notation �snl indi-

quant qu’un électron est dans l’orbitale �s et le deuxième dans l’orbitale nl . Après
avoir constaté ci-dessus que le modèle hydrogénoïde reproduit très mal l’éner-
gie des premiers niveaux de l’atome d’hélium, il peut sembler curieux d’utiliser
les fonctions d’onde hydrogénoïdes comme si elles n’étaient pas du tout a�ectées
par l’importante répulsion électrostatique des électrons. Tout au long de ce cha-
pitre, nous utilisons tout de même ces fonctions d’onde pour les deux raisons
suivantes : �) il est impossible de résoudre analytiquement l’atome d’hélium a�n
d’obtenir les fonctions d’onde stationnaires spéci�ques à celui-ci et �) les fonc-
tions d’onde hydrogénoïdes sont, comme nous le constaterons, une approxima-
tion raisonnable et, surtout, un excellent point de départ pour les méthodes



� ’����� � ’��� ��� �

d’approximation que nous allons utiliser. Notamment, la méthode variation-
nelle (section �.�) révèle que les formes mathématiques des fonctions d’onde
hydrogénoïdes décrivent relativement bien les fonctions d’onde de l’atome hé-
lium et qu’il ne su�ra de modi�er que quelques paramètres pour améliorer si-
gni�cativement l’accord entre les résultats théoriques et expérimentaux. Ainsi,
nous utiliserons les nombres quantiques associés à l’atome d’hydrogène pour
décrire les états des deux électrons de l’atome hélium (n�, l�, m�, ms ,� et n�, l�,
m�, ms ,�).

L’atome d’hélium est composé de deux électrons identiques dont les fonc-
tions d’onde se chevauchent : ils sont donc indiscernables. L’indiscernabilité af-
fecte signi�cativement la fonctiond’onde représentant deux particules et, comme
il sera traité en détail dans ce chapitre, tous les états excités de l’atome d’hélium
seront composés de deux niveaux : un état singulet �L dont la somme des spins
est S = � et un état triplet �L dont la somme des spins est S = �. Ensemble, la
répulsion coulombienne et l’indiscernabilité des électrons produisent ce qu’on
appelle l’interaction d’échange �. Sans équivalent classique, cette interaction lève �. Attention, il ne s’agit pas d’une interaction

supplémentaire que nous avions jusqu’à pré-
sent ignorée, elle découle de l’interaction cou-
lombienne et du principe d’indiscernabilité

la dégénérescence des niveaux excités. Elle est maximale pour la con�guration
�s�s et diminue avec l et n, car son importance est proportionnelle au chevau-
chement des fonctions d’onde des deux électrons.

Finalement, on remarque que l’énergie de première ionisation tend rapide-
ment vers l’énergie d’ionisationde l’atomed’hydrogène lorsque n et l augmentent.
Cet e�et est relié à l’écrantage partiel de la charge nucléaire (Z=+�) par l’élec-
tron �s produisant, selon le théorème de Gauss, une charge e�ective nucléaire
réduite, � < Ze f f < �. Lorsqu’il n’y a plus aucun chevauchement entre les fonc-
tions d’onde des deux électrons, l’écrantage est complet, Ze f f = � et les énergies
d’ionisation sont les même que pour l’atome d’hydrogène. Pour la série �sns,
l’énergie d’ionisation tend vers celle de l’atome d’hydrogène seulement pour n
relativement élevé, environ n > �. Pour les série �snp ou �snd, la charge e�ective
approche Z = � beaucoup plus rapidement, car le chevauchement des fonctions
d’onde de l’électron �s et de l’électron excité diminue rapidement lorsque l aug-
mente. Par exemple, l’énergie des con�gurations �s�d et �s� f est, sur la �gure �.�,
très similaire aux énergies des niveaux n = � et n = � de l’atome d’hydrogène,
indiquant un écrantage très e�cace.

Aux sections suivantes, nous tenterons de résoudre l’hamiltonien de l’atome
d’hélium à l’aide de techniques d’approximation et toutes les notions présentées
brièvement dans cette section seront traitées en plus grand détail.

� .� �����������

L’hamiltonien de l’atome l’atome d’hélium devrait inclure tous les termes de
l’atomed’hydrogène pour chacun des électrons, ainsi que tous les termes d’inter-
action entre les deux électrons. Le tableau �.� liste les termes les plus importants.

Il est extraordinairement complexe de considérer rigoureusement toutes ces
interactions. Pour notre analyse des niveaux énergétiques d’un atome à deux
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Fig. 3.4 The energy levels of the helium atom with those of hydrogen for comparison. The 1s2 ground configuration is tightly
bound. For the excited configurations of helium the 1s-electron screens the outer electron from the nuclear charge so that the
1snl configurations in helium have similar energy to the shell with principal quantum number n in hydrogen. The hydrogenic
levels are indicated on the right. The interval between the 1L and 3L terms (equal to twice the exchange integral) is clear for
the 1s2s, 1s2p, 1s3s, 1s3p and 1s4s configurations but it is smaller for higher n and l.

F����� �.�: Énergies de première ionisation
de l’atome d’hélium. Les niveaux sont sépa-
rés en colonnes selon le moment angulaire
total L et le moment angulaire de spin total
S. Les états singulets sont représentés par les
termes spectraux �L et les états triplets par
les termes �L. À des �ns de comparaison, les
niveaux énergétiques de l’atome d’hydrogène
sont aussi représentés. Figure reproduite de
Atomic physics de C.J. Foot sans en avoir, pour
le moment, l’autorisation.
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Description Terme

Énergie cinétique (i = �, �) Hk = − ��
�me
∇�

i

Attraction noyau-électron (i = �, �) He−n = − Ze�
���� r i

Répulsion électron-électron He−e = e�
���� r��

Interaction spin-orbite (i = �, �) Hso = − li si
m�

e c� r i
dV
dri

Interaction spin-spin Hs−s =
Interaction orbite-orbite Ho−o = cLi ⋅ L j

Interaction hyper�ne (i = �, �) Hh f = µ�
��

gp e�

memp
� �(I⋅r̂ i)(S⋅r̂ i)−I⋅S

r�i
�+ µ�

�
gp e�

memp
I ⋅ S�(r)

Décalage de Lamb (i = �, �) HLamb =
Masse �nie du noyau (Z=�) me → �me(mp+mn)

me+�(mp+mn)

électrons, nous ne considérerons que les trois premiers termes et, même pour
ce cas simpli�é, il sera nécessaire de recourir à des méthodes d’approximation.

Pour un atome composé d’un noyau de charge Z et de deux électrons, l’ha-
miltonien s’écrira,

H(r�, r�) = H� +H� +He ,e

où les deux premiers termes représentent respectivement l’énergie cinétique et
l’énergie d’attraction électron-noyau des électrons � et � et où le troisième terme
représente la répulsion entre les deux électrons. Plus explicement, l’hamiltonien
que nous tenterons de résoudre est le suivant,

H(r�, r�) = − ��

�m
∇�

� − Ze�

����r�
− ��

�m
∇�

� − Ze�

����r�
+ e�

�����r� − r�� (�.�)

où ri est le vecteur représentant la position de l’électron i et où le laplacien ∇�
i

n’agit que sur l’électron i. � �. En coordonnées sphériques, le laplacien est

∇�
i = ��

�r�i
+ �
ri

�
�ri
+ �
r��

cos � i
sin � i

�
�� i
+ �
r�i

��

�� i

+ �
r�i sin

� � i
��

���
i

Étant proportionnel à la distance séparant les deux électrons, le terme de répul-
sion est problématique pour deux raisons : �) il exclut toute solution analytique
exacte, donc il sera nécessaire d’utiliser desméthodes approximatives ou numé-
riques et �) comme discuté à la section �.� le terme de répulsion est relativement
important, donc il est di�cile de le négliger ou de le considérer petit devant les
autres termes de l’hamiltonien.

Nous allons utiliser deux techniques d’approximation a�n de déterminer les
niveaux énergétiques de l’atome d’hélium. À la section �.�, nous verrons que
la théorie des perturbations donne de bons résultats, surtout si on considère
l’amplitude de la perturbation comparativement aux principaux termes de l’ha-
miltonien. Laméthode variationnelle présentée à la section �.� permet d’obtenir
d’excellents résultats et fera ressortir, par l’intermédiaire des paramètres varia-
tionnels, une meilleure compréhension des e�ets reliés à l’interaction des deux
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électrons.
Avant de résoudre l’hamiltonien présenté à l’équation �.�, il est d’abord né-

cessaire de discuter des fonctions d’onde qu’il est possible d’utiliser pour décrire
l’état des deux électrons. À la section suivante, nous discutons des conséquences
profondes de l’indiscernabilité des électrons sur la fonction d’onde et sur les ni-
veaux d’énergie de l’atome hélium.

� .� ���������� ��������������

Deux électrons liés à un noyau sont indiscernables lorsque : �) ils sont iden-
tiques, c’est-à-dire qu’ils possèdent lesmêmes propriétés physiques (masse, charge,
spin) et �) leurs fonctions d’onde se chevauchent. Lorsqu’indiscernables, il est
impossible de suivre séparément l’évolution de ces deux électrons et la densité de
probabilité des électrons doit donc être invariante sous l’e�et d’une permutation
des deux électrons.

Nous allons donc dans un premier temps discuter du critère d’invariance
que doivent respecter les fonctions d’ondes décrivant les particules indiscer-
nables. Cette discussion est nécessaire pour le traitement de l’atome d’hélium,
mais elle n’est pas spéci�que à celui-ci ; elle s’applique en fait à tout système phy-
sique composé de particules indiscernables. A�n de faire un traitement général
de cet indiscernabilité, nous allons considérer deux particules qui ne sont pas
nécessairement des électrons.

� .� . � �������� � ’����

Lorsqu’il n’y a aucun couplage entre la position d’une particule et son spin, � �. Ce qui est le cas pour l’atome d’hélium et un
bon nombre de systèmes physiques.la fonction d’onde totale d’une particule s’exprime par le produit de deux fonc-

tions d’onde,

� j(r,S) = � j(r)�(S).
La première dépend des coordonnées spatiales, r, et la deuxième dépend du
spin, S. Ici, j spéci�e le ou les nombres quantiques associés à la partie spatiale.
Nous allons maintenant considérer la symétrie de permutation de la fonction
d’onde d’un système composé de deux particules identiques. Pour ce faire, nous
allons considérer les deux partie de la fonction d’onde séparément.

����� ��� � ’���� ���� ����
La fonction d’onde spatiale décrivant un système composé de deux particules

identiques et sans interaction est le produit des fonctions d’onde spatiales des
deux particules indépendantes,

� j,k(r�, r�) = � j(r�)�k(r�)
où j et k sont les nombres quantiques des deux états. � Pour des particules indis- �. Si les particules interagissent, � j,k(r� , r� ne

pourra pas rigoureusement s’exprimer par le
produit de � j(r�) et �k(r�). Par contre ce
même produit sera souvent un excellent point
de départ pour développer une solution ap-
proximative.

cernables, la probabilité de trouver la particule � dans l’état j en r� et la particule
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� dans l’état k en r� doit être identique à la probabilité de trouver la particule �
dans l’état j en r� et la particule � dans l’état k en r�,

�� j,k(r�, r�)�� = �� j,k(r�, r�)�� (�.�)

et donc

�� j(r�)�k(r�)�� = �� j(r�)�k(r�)��. (�.�)

Ainsi, la permutation de deux particules indiscernables doit laisser la densité
de probabilité invariante. Il existe une solution symétrique (+) et une solution
antisymétrique (−) satisfaisant �.�,

�±j,k(r�, r�) = ±�±j,k(r�, r�), (�.�)

et toutes fonctions d’onde s’expriment en fonction de celles-ci. En fonction du
produit des deux fonctions d’onde indépendantes, ces mêmes solutions s’ex-
priment de la façon suivante,

�±j,k(r�, r�) = �√
�
�� j(r�)�k(r�)± � j(r�)�k(r�)� (�.�)

Puisque les densités de probabilité des états symétriques et antisymétriques
sont identiques, on s’attend naturellement à ce que l’hamiltonien soit invariant
sous l’e�et d’une permutation des particules,

H(r�, r�) = H(r�, r�),
et, bien entendu, il en est de même pour l’énergie.

Comment interpréter la fonction d’onde �.� ? En se référant au principe de
superposition, cette fonction d’onde implique que la particule dans l’état j (k)
est, à probabilité égale, soit en r� (r�), soit en r� (r�).

Finalement, puisque les fonctions d’onde � j(r) et �k(r) sont normalisées et
orthogonales, la densité de probabilité associée à �±j,k(r�, r�) est bien entendu
normalisée,

��±j,k(r�, r�) � �±j,k(r�, r�)� =
�
� �D dr� �D dr� ��� j(r�)����k(r�)�� + ��k(r�)���� j(r�)��

±� j(r�)∗�k(r�)∗�k(r�)� j(r�)± �k(r�)∗� j(r�)∗� j(r�)�k(r�)�
= �. (�.�)



�� � ’����� � ’��� ���

Exemple 1.1 Oscillateur harmonique 1D sans spin

Soit deux particules identiques sans spin et sans interaction dans un puits de po-
tentiel parabolique, V = m��x���. Considérons d’abord le cas où les deux états
quantiques impliqués sont distincts, n = � et n = �. Les fonctions d’onde symé-
triques et antisymétriques s’écrivent

�±�,�(x� , x�) = �√
�
[��(x�)��(x�)± ��(x�)��(x�)] (�.�)

où �n(x) représente la fonction d’onde de l’oscillateur harmonique �D. Les den-
sités de probabilité correspondantes sont tracées à la �gure �.�.

F����� �.�: Les densités de probabilités��+�,�(x� , x�)�� et ��−�,�(x� , x�)�� . La ligne noire
représente la condition x� = x� à laquelle les
deux particules sont à la même position.

Puisqu’il n’existe aucune interaction entre ces particules indiscernables, les états
symétrique et antisymétrique possèdent la même énergie : ils sont dégénérés. Par
contre, en observant attentivement ces densités de probabilité, on remarque que la
distribution spatiale des deux particules est nettement di�érente. Pour la solution
symétrique, la densité de probabilité lorsque les deux particules sont à la même
position (x� = x�) est relativement importante ; les particules se voisinent consi-
dérablement. Pour la solution antisymétrique, la densité de probabilité en x� = x�
est nulle ; les particules s’évitent. Tel que mentionné ci-haut, nous considérons ici
deux particules sans interaction : il n’y a aucune force physique qui les regroupent
ou les dispersent. Le comportement illustré à la �gure �.� découle tout simplement
du fait que nous avons deux particules indiscernables et que leur densité de pro-
babilité doit être invariante sous l’e�et d’une permutation des particules. Il s’agit
d’un e�et quantique dont il n’existe aucun équivalent classique.

����� ��� � ’���� �� ����
Considérons maintenant la fonction d’onde de spin d’un système composé

de deux particules indiscernables sans interaction. Contrairement à la section
précédente, nous nous limitons ici aux électrons. La fonction d’onde de ces deux
électrons est,

�(S�,S�) = ��(S�)��(S�), (�.�)

où � i(S) représente l’état de spin de l’électron i. � i(Si) prendra les valeurs ↑ et↓ a�n de représenter les deux états de spin de cette particule, ms = ±���. � �. Nous considérons ici les états propres de �z ,
ce qui permet d’alléger la notation et d’éviter
la notation vectorielle des spineurs.

Comme à la section précédente, l’indiscernabilité implique que la probabilité
de trouver l’électron � dans l’état de spin S� et l’électron � dans l’état de spin S�
doit être égale à la probabilité de trouver l’électron � dans l’état de spin S� et
l’électron � dans l’état de spin S�. Mathématiquement, cette condition s’exprime
de la façon suivante,

��(S�,S�)�� = ��(S�,S�)��, (�.�)

ou, de façon équivalente,

���(S�)��(S�)�� = ���(S�)��(S�)��. (�.��)
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Étant donné que le spin de chaque électron ne peut prendre que deux valeurs
(↑, ↓), la fonction d’onde d’un système à deux électrons s’exprime à l’aide des
quatre con�gurations possibles,

↑�↑�, ↑�↓�, ↓�↑�, ↓�↓� .
où les indices indiquent les spin des électrons � et �. On remarque que les deux
con�gurations ↑�↑� et ↓�↓� sont symétriques, alors que ↑�↓� et ↓�↑� ne semblent
ni symétrique, ni antisymétrique. En appliquant sur ces deux dernières con�-
gurations l’équation �.�, on trouve que ↑�↓� + ↓�↑� et ↑�↓� − ↓�↑� sont respec-
tivement symétrique et antisymétrique. Finalement, les trois fonctions d’onde
symétriques sont

�+ =
���������������

↑�↑� S = �,ms = �
�√
�
[↑�↓� + ↑�↓�] S = �,ms = �

↓�↓� S = �,ms = −�
(�.��)

et la fonction d’onde antisymétrique est ,

�− = � �√
�
[↑�↓� − ↑�↓�] S = �,ms = �. (�.��)

La technique de couplage des moments de spin permet de classi�er ces solu-
tions. Par inspection, on trouve facilement que ↑�↑� et ↓�↓� correspondent aux
projections ms = ±� de l’état S = �. Pour déterminer si les états ms = � sont
associés à S = � ou S = �, il su�t d’utiliser les opérateurs échelons � Le triplet �. S+(↑�↓� + ↑�↓�)=↑�↑� et S+(↑�↓� −↑�↓�) =

�. Ici, S+ = s�+ ⋅ s�+. L’opérateur échelon cor-
respondant à un système de deux particules
est le produit des opérateurs échelons des par-
ticules � et � : S± = s�± ⋅ s�±.

réfère aux trois états symétriques et l’état singulet réfère à l’état antisymétrique.

����� ��� � ’���� ������
À l’aide des développements e�ectués aux deux sous-sections précédentes, la

fonction d’onde totale d’un système composé de deux particules indiscernables
s’écrira de la façon suivante,

� j,k(r�, r�,S�,S�) = � j,k(r�, r�)�(S�,S�),
où les fonctions d’onde � et � sont soit symétriques ou antisymétriques. Ainsi,
la fonction d’onde totale s’exprime elle aussi sous une forme symétrique ou an-
tisymétrique,

� j,k(r�, r�,S�,S�) =
�������

�+j,k(r�, r�)
�−j,k(r�, r�) ×�

�+(S�,S�)
�−(S�,S�) (�.��)

= � �+(r�, r�,S�,S�)
�−(r�, r�,S�,S�) (�.��)

� .� .� �� �������� � ’��������� �� �����

Désirant expliquer la structure régulière des raies émises par les atomes, Pauli
formula en ���� le principe d’exclusion : ”Dans un atome, il ne peut y avoir deux
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électrons ou plus avec les mêmes nombres quantiques. Si un électron existe dans
un état décrit par les quatre nombres quantiques, cet état est dit occupé”.

De façon plus générale, le principe de Pauli s’énonce de la façon suivante :
les fermions possèdent une fonction antisymétrique et les bosons une fonction
d’onde symétrique. Bien qu’on ait tenté explicitement demesurer des violations,
tous les résultats expérimentaux supportent rigoureusement ce principe. Ainsi,
la fonction d’onde pour ces deux grandes familles de particules s’écrira de la
façon présentée au tableau �.� suivant.

Particule Fonction d’onde

Bosons

�+(r�, r�,S�,S�) =
�������

�+j,k(r�, r�)�+(S�,S�)
�−j,k(r�, r�)�−(S�,S�)

Fermions

�−(r�, r�,S�,S�) =
�������

�+j,k(r�, r�)�−(S�,S�)
�−j,k(r�, r�)�+(S�,S�)

T���� �.�: Fonctions d’onde symétrique et
antisymétrique correspondant aux bosons et
aux fermions.

Exemple 1.2 Oscillateur harmonique 1D avec spin

Ajoutons maintenant la fonction d’onde de spin à l’exemple de l’oscillateur har-
monique composé de deux électrons occupant les niveaux n� et n� . La fonction
d’onde totale sera alors l’une des quatre fonctions d’onde suivantes,

�−n� ,n�(r� , r� ,S� ,S�) =
�����������������

�
� [�n�(x�)�n�(x�)+ �n�(x�)�n�(x�)] (↑�↓� − ↑�↓�)
�
� [�n�(x�)�n�(x�)− �n�(x�)�n�(x�)] (↑�↑�)
�
� [�n�(x�)�n�(x�)− �n�(x�)�n�(x�)] (↑�↓� + ↑�↓�)
�
� [�n�(x�)�n�(x�)− �n�(x�)�n�(x�)] (↓�↓�)

Sans interaction entre les deux électrons, ces quatre états sont dégénérés. Plus réa-
listement, l’interaction coulombienne repousse les électrons d’autant plus forte-
ment que ceux-ci sont près l’un de l’autre ce qui lèvera la dégénérescence du triplet
et du singulet.
Rappelons-nous que la fonction d’onde spatiale symétrique regroupe les deux
électrons alors que la solution antisymétrique les disperse. Ainsi, l’énergie de ré-
pulsion électrostatique ajoutée au système sera grande pour deux électrons se voi-
sinant d’avantage. On peut dès lors a�rmer que l’état formé d’une solution spatiale
symétrique (l’état de spin singulet) sera à plus haute énergie comparativement à
l’état formé d’une solution spatiale antisymétrique (l’état de spin triplet). � �. Il s’agit de l’explication physique derrière la

première loi de Hund.Pour terminer cet exemple, considérons maintenant que les deux électrons
sont dans le même état quantique, n� = n� . Il découle du développement pré-
senté ci-dessus que l’état spatial antisymétrique n’est pas une solution valide, car
�−n� ,n�(x� , x�) = � ne possède bien entendu aucune signi�cation physique. Ainsi,
pour tout état où n� = n� , le spin des électrons doit nécessairement être un état
singulet dont les spins sont opposés (S = �), en accord avec le principe de Pauli.
Pour l’état fondamental (n� = n� = �), la fonction d’onde proprement normalisée
ne peut être que,
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��,�(r� , r� ,S� ,S�) = �√
�
��(x�)��(x�) (↑�↓� − ↑�↓�) .

� .� ������� � ’�������� ����� �� ������� ��� ���-
����������

Nous allons déterminer l’énergie de l’état fondamental et du premier niveau
excité à l’aide de la théorie des perturbations. Remarquons avant de débuter que
l’hamiltonien �.� ne dépend pas du spin des électrons. Ainsi, il est su�sant de
considérer la partie spatiale de la fonction d’onde dans les calculs énergétiques. Les relations suivantes seront fréquemment

utilisées : ��
me a��

= e�
���� a�

= �Ry, où un Ryd-
berg (Ry) est égal à ��.��� eV� .� . � ������� ��� �������������

La méthode des perturbations consiste à séparer les termes de l’hamiltonien
en deux parties selon leur importance relative. Ici, même si nous savons que le
terme exprimant la répulsion coulombienne entre les électrons n’est pas vrai-
ment petit devant la somme des autres termes, nous allons tout de même faire
l’hypothèse que c’est le cas.

En l’absence de répulsion, les électrons sont indépendants et l’hamiltonien
est séparable, on obtient alors l’équation de Schrödinger pour un atome hy-
drogénoïde. La solution est le produit des fonctions d’onde des deux électrons,
�(n� , l� ,m�),(n� , l� ,m�)(r�, r�) =�n� , l� ,m�(r�)�n� , l� ,m�(r�). Étant donné que ces élec-
trons sont indiscernables, nous devons symétriser la fonction d’onde spatiale,

�±(n� , l� ,m�),(n� , l� ,m�)(r�, r�) =
�√
�
��n� , l� ,m�(r�)�n� , l� ,m�(r�)± �n� , l� ,m�(r�)�n� , l� ,m�(r�)� (�.��)

où les indices + et − correspondent aux fonctions d’onde symétrique et anti-
symétrique, respectivement. Au premier ordre de la théorie des perturbations,
l’énergie est donnée par �� ��. Pour simpli�er la notation, (n� , l� ,m�) → j

et (n� , l� ,m�)→ k

E±j,k = ��±j,k(r�, r�) �H� +H� +He ,e � �±j,k(r�, r�)�
= �� j(r�) �H� �� j(r�)�+ ��k(r�) �H� ��k(r�)�

+ ��±j,k(r�, r�) �He ,e ��±j,k(r�, r�)�
= − ��

�mea��

Z�

n��
− ��

�mea��

Z�

n��
+ ��

mea�
��±j,k(r�, r�) � �

r��
��±j,k(r�, r�)�

(�.��)

Il fut aisé de calculer les deux premiers termes, car nous travaillons avec les fonc-
tions propres de l’hamiltonien non perturbé ; ils correspondent simplement à
l’énergie de deux hydrogénoïdes indépendants. Après substitution de la fonc-
tion d’onde, le troisième terme est composé de deux intégrales ayant des signi-
�cations distinctes,
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��

mea�
��±j,k(r�, r�) � �

r��
��±j,k(r�, r�)� =
��

mea�
�� j(r�)�k(r�) � �

r��
�� j(r�)�k(r�)�

± ��

mea�
�� j(r�)�k(r�) � �

r��
� � j(r�)�k(r�)�

(�.��)

La première est l’intégrale directe et la deuxième est l’intégrale d’échange. Puisque
tous les termes de l’intégrande commutent, l’intégrale directe s’exprime de la
façon suivante,

Ed = ��

mea�
�� j(r�)�k(r�) � �

r��
�� j(r�)�k(r�)� (�.��)

= ��

mea�
��� j(r�)�� � �

r��
� ��k(r�)��� (�.��)

Il ressort clairement que l’intégrale directe représente la répulsion entre les den-
sités de probabilité des deux électrons, c’est pourquoi on l’appelle parfois inté-
grale de Coulomb. �� ��. Cette appellation est trompeuse, car les deux

intégrales découlent directement de l’interac-
tion coulombienne entre les deux électrons.

Quant à l’intégrale d’échange,

Ee = ��

mea�
�� j(r�)�k(r�) � �

r��
� � j(r�)�k(r�)� , (�.��)

elle origine de l’indiscernabilité des particules ; il est donc plus di�cile de lui
donner une interprétation physique.

L’énergie totale est

E±n� , l� ,n� , l� = EH + Ed ± Eex .

où EH est l’énergie des deux électrons sans interaction coulombienne, E� + E�.
Les électrons représentés par une fonction d’onde spatiale symétrique se voi-
sinent d’avantage, donc leur énergie de répulsion sera plus grande. À l’inverse,
une fonction d’onde spatiale antisymétrique réduit l’énergie de répulsion des
deux électrons. Si nous considérons la fonction d’onde totale incluant le spin,
ceci implique que l’état triplet est l’état de moindre énergie lorsque j ≠ k. Si j = k, l’état est nécessairement un singulet.

� .� .� � ’���� ����������� : �s�

Calculons d’abord à l’aide de la théorie des perturbations l’énergie du niveau
fondamental pour lequel n� = n� = � et l� = l� = �. Le niveau fondamental est
toujours un singulet �� et la fonction d’onde spatiale devra être symétrique sous ��. Il n’y aura donc pas d’énergie d’échange à cal-

culer.l’e�et d’une permutation des électrons, ce qui est le cas pour le produit de deux
fonctions d’onde hydrogénoïde �s : ����,���(r�, r�) = ����(r�)����(r�).



� ’����� � ’��� ��� ��

L’énergie de liaison entre le noyau et les électrons est deux fois l’énergie de
l’atome hydrogénoïde de numéro atomique Z, EH = −�Z�Ry. L’énergie de ré-
pulsion représente la perturbation et se calcule à partir de l’intégrale directe,

Ed = ��

mea�
�� j(r�)�k(r�) � �

r��
� � j(r�)�k(r�)�

= ��

mea� � � ���,�,�(r�)�� �
r��
���,�,�(r�)��dr�dr� (�.��)

En insérant la fonction d’onde , on obtient Pour un hydrogénoïde �n, l ,m(r, �, �) =
Rn, l (r)Yl ,m(�, �), où
R�,�(� = Z

na�
r) = �� Z

a�
���� e−� ,

R�,�(�) = �� Z
�a�
���� (�− �)e−� ,

R�,�(�) = �√
�
� Z
�a�
���� �e−� ,

R�,�(�) = �� Z
�a�
���� (�− �� + �

� �
�)e−� ,

R�,�(�) = �
√

�
� � Z

�a�
���� �(�− �

� �)e−� ,
R�,�(�) = �

√
�

�
√

�
� Z
�a�
���� ��e−� ,

et
Y�,�(�, �) =� �

�� ,

Y�,�(�, �) =� �
�� cos �,

Y�,±�(�, �) = ∓� �
�� sin �e±i� ,

Y�,�(�, �) =� �
��� (� cos� � − �),

Y�,±�(�, �) = ∓� ��
�� sin � cos �e±i� ,

Y�,±�(�, �) =� ��
��� sin� �e±�i�

Ed = ��

mea� � � ���,�,�(r�)�� �
r��
���,�,�(r�)��dr�dr� (�.��)

= ��

mea� � � �� Z
a�
�� e−�Zr��a� �Y�,�(��,��)�� � �

r��
� ⋅

�� Z
a�
�� e−�Zr��a� �Y�,�(��,��)��dr�dr�

Pour l’évaluation des intégrales impliquant un terme de la forme �
r�� , l’identité

suivante s’avère très utile

�
r��
= �
r> �l ′ ,m′ �

��
�l + ���

r<
r> �

l
Y∗l ′ ,m′(��,��)Yl ′ ,m′(��,��) (�.��)

où la sommation est sur tous les l ′ et m′ et où r< (r>) représente le plus petit
(grand) de r� et r�. L’intégrale sur la partie angulaire permet de donner à cette
identité une formemoins intimidante. Pour les coordonnées des deux électrons,
l’intégrale sur la partie angulaire prendra la forme suivante,

� �

� � ��

�
Y∗�,�(�,�)Y�,�(�,�)Yl ,m(�,�)∗ sin �d�d�.

En utilisant l’orthogonalité des harmoniques sphériques, cette intégrale est égale
à zéro, sauf si l = m = �. Donc, dans notre cas particulier, l’équation �.�� se réduit
à

�
r��
→ ��

r>
Après avoir e�ectué les intégrales angulaires, l’intégrale directe devient,

Ed = ��

mea�
��� Z

a�
�� � ∞� � ∞� e−�Zr��a� � �

r> � e−�Zr��a� r�� r��dr�dr� (�.��)

Pour évaluer les intégrales selon r� et r�, il est nécessaire de séparer le domaine
d’intégration selon les cas r� < r� et r� > r�,
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Ed = ��

mea�
��� Z

a�
�� � ∞� e−�Zr��a� ⋅ (�.��)

������
� r�

�
e−�Zr��a� r

�
�
r�
dr�

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������
r>=r�

+ � ∞r� e−�Zr��a� r
�
�
r�
dr�

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������
r>=r�

������
dr�.

Après avoir e�ectué ces intégrales relativement simples, on obtient �nalement
pour l’énergie directe

Ed = �
�

e�

����
Z
a�
= �
�
ZRy

Pour l’atome d’hélium, on trouve Ed = ��.�� eV. Comme mentionnée pré-
cédemment, l’énergie d’échange est égale à zéro pour le niveau fondamental,
puisque seul l’état singulet est permis par le principe de Pauli. Alors, l’énergie
de l’atome d’hélium est E�s ,�s = Z( �� − �Z)Ry ≈ −��.��. eV. Expérimentale-
ment, l’énergie nécessaire pour ioniser les deux électrons est de ��.�� eV, donc
la di�érence est seulement de �.�%. Cet accord est étonnant, car le terme de
perturbation est signi�catif par rapport à l’énergie du système non perturbé. En
e�et, l’énergie de répulsion représente ��% de l’énergie totale ! Étant donné que
cet aspect soulève certains doutes sur la validité de notre calcul, il faut rester
prudent lors de l’analyse.

Le tableau �.� présente les résultats obtenus pour plusieurs atomes à deux
électrons. On s’aperçoit que l’accord avec les données expérimentales s’améliore
avec Z. Étant donné que l’énergie de liaison croît selon Z� et que la répulsion
croît selon Z, l’importance de la perturbation diminue avec Z et l’approximation
fonctionne beaucoup mieux.

Element EH Ed ETot . Eex p Di�érence

He -���.� ��.� -��.� -��.�� �.� %
Li+ -���.� ��.� -���.� -���.�� �.� %
Be�+ -���.� ��.� -���.� -���.�� �.� %
B�+ -���.� ��.� -���.� -���.� �.�%
C�+ -���.� ���.� -���.� -���.� -�.��%

T���� �.�: Énergie d’un atome à deux élec-
trons. Comparaison entre les données expéri-
mentales (Eex p) et les résultats de la technique
des perturbations. EH et Ed +Ed représentent
les énergies de liaison calculées à l’ordre � et �,
respectivement. Les énergies sont en eV.

Pour améliorer davantage ce résultat, il est possible d’appliquer la théorie
des perturbations au deuxième ordre, mais le traitement mathématique devient
assez lourd.

� .� .� ����� ������� : ������������� : �s-�s

Pour chacun des états excités, l’interaction d’échange entre en jeu et lève la
dégénérescence du triplet et du singulet. �� L’énergie de la con�guration �snl est ��. Le singulet est associé à la fonction d’onde

spatiale symétrique (+) et le triplet à la fonc-
tion d’onde spatiale antisymétrique (−).
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donnée par,

E±�s ,nl =EH + Ed + Ee

=EH + ��

mea�
�����(r�)�n, l ,m(r�) � �

r��
�����(r�)�n, l ,m(r�)�

± ��

mea�
�����(r�)�n, l ,m(r�) � �

r��
�����(r�)�n, l ,m(r�)� (�.��)

où EH représente la somme des énergies hydrogéniques d’un électron dans le
niveau �s et un deuxième dans le niveau nl . Il est relativement complexe de
faire ce calcul pour un état excité quelconque nl , nous allons nous contenter de
faire le calcul pour l’état �s�s.

L’énergie de liaison des deux électrons est égale à EH = −Z�(�+ �
�� )Ry. L’éner-

gie directe se calcule de la façon suivante,

Ed = ��

mea�
�����(r�)����(r�) � �

r��
�����(r�)����(r�)�

= ��

mea�
�� � Z

a�
�� � Z

�a�
���

l ,m
� ��
�l + ��

⋅ � ∞� dr�r�� � ∞� dr�r��e
−�Zr��a� ��− Z r�

�a�
�� e−Zr��a� �

r> �
r<
r> �

l

⋅ � �

�
d�� sin �� � ��

�
d��Y �

�,�(��,��)Y∗l ,m(��,��)
⋅ � �

�
d�� sin �� � ��

�
d��Y �

�,�(��,��)Yl ,m(��,��)

(�.��)

Les intégrales de Slater sont des intégrales
de volume du produit de trois harmoniques
sphériques. Les plus communes sont compi-
lées dans de nombreux ouvrages, dont celui-
ci

où nous avons utilisé l’identité �.��. Les intégrales angulaires sont nulles pour
tout l etm di�érent de � et sont toutes deux sont égales à (��)−��� pour l = m =
�. Ainsi,

Ed = ��

mea�
�� � Z

a�
�� � Z

�a�
��

⋅ � ∞� dr�r�� � ∞� dr�r��e
−�Zr��a� ��− Z r�

�a�
�� e−Zr��a� �

r>
(�.��)

Pour e�ectuer cette intégrale, il est nécessaire de séparer le domaine d’intégra-
tion selon r� = r> et r� = r>,

Ed = ��

mea�
�� � Z

a�
�� � Z

�a�
�� � ∞� dr�r�� e

−�Zr��a�

⋅ � � r�

�
dr�

r��
r�
��− Z r�

�a�
�� e−Zr��a� + � ∞r� dr�

r��
r�
��− Z r�

�a�
�� e−Zr��a��

(�.��)
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Procédant par intégration par partie, on trouve,

Ed = ��

mea�
�� � Z

a�
�� � Z

�a�
�� � �a��

���Z� + ��a��
���Z� � = ��

��
ZRy (�.��)

Pour le calcul de l’énergie d’échange, on procède de façon similaire,

Ee =± ��

mea�
�����(r�)����(r�) � �

r��
� ����(r�)����(r�)�

=± ��

mea�
�� � Z

a�
�� � Z

�a�
���

l ,m
� ��
�l + �� �

∞
�

dr�r�� � ∞� dr�r��

⋅ e−Zr��a� ��− Z r�
�a�
� e−Zr���a� �

r> �
r<
r> �

l
e−Zr��a� ��− Z r�

�a�
� e−Zr���a�

⋅ � �

�
d�� sin �� � ��

�
d��Y �

�,�(��,��)Y∗l ,m(��,��)
⋅ � �

�
d�� sin �� � ��

�
d��Y �

�,�(��,��)Yl ,m(��,��)
(�.��)

Encore une fois, les intégrales angulaires se simpli�ent et il ne reste qu’un terme
à la sommation,

Ee =± ��

mea�
�� � Z

a�
�� � Z

�a�
�� � ∞� dr�r�� � ∞� dr�r�� (�.��)

⋅ e−Zr��a� ��− Z r�
�a�
� e−Zr���a� �

r> e
−Zr��a� ��− Z r�

�a�
� e−Zr���a� (�.��)

(�.��)

On divise le domaine d’intégration en deux,

Ee =± ��

mea�
�� � Z

a�
�� � Z

�a�
�� � ∞� dr�r�� e

−Zr��a� ��− Z r�
�a�
� e−Zr���a�

⋅ � � r�

�
dr�

r��
r�
e−Zr��a� ��− Z r�

�a�
� e−Zr���a�

+ � ∞r� dr�
r��
r�
e−Zr��a� ��− Z r�

�a�
� e−Zr���a��

(�.��)

Procédant par intégration par partie, on trouve,

Ed = ± ��

mea�
�� � Z

a�
�� � Z

�a�
�� � �a��

���Z� + �a��
���Z� � = ± ��

���
ZRy (�.��)

Finalement, pour la con�guration �s-�s, l’énergie des niveaux est donnée par
E�s�s = (−�.��Z + �.���± �.���)ZRy. Pour l’atome d’hélium, on obtient les va-
leurs numériques présentées au Tableau �.�. On remarque immédiatement que
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la méthode des perturbations appliquée à l’ordre � reproduit bien le comporte-
ment d’un système à deux électrons.

EH (eV) Ed (eV) Ee (eV) ETot . (eV) EEx p. (eV)

-��.� ��.� +�.� -��.� -��.�
-��.� ��.� -�.� -��.� -��.�

T���� �.�: Énergie de la con�guration �s�s de
l’atome d’hélium. ETot . et EEx p. représentent
les énergies calculées et mesurées.

Il est probablement irréaliste de s’attendre à de meilleurs résultats, car n’ou-
blions pas que, encore une fois, la correction Ed + Ee est signi�cative compara-
tivement à EH .

La Figure �.� illustre la densité de probabilité des fonctions d’onde symé-
triques et antisymétriques de l’état �s�s de l’atome d’hélium. Sur ces �gures, la
ligne noire représente la condition r� = r�. Pour l’état singulet (�+�s�s(r�, r�)), on
remarque que la densité de probabilité est relativement importante lorsque r� =
r�. Pour l’état triplet, (�+�s�s(r�, r�)), la densité de probabilité est nulle lorsque
r� = r�. Ces deux comportements impliquent que la répulsion coulombienne
du triplet sera réduite comparativement à celle du singulet.

F����� �.�: ��+�s�s(r� , r�)�� (haut) et��−�s�s(r� , r�)�� (bas). La ligne noire re-
présente la condition r� = r� .

Comparativement à la con�guration �s�, l’énergie de répulsion est considé-
rablement plus petite dans la con�guration �s�s (�� vs. �� ± �.� eV). Naturelle-
ment, puisque les électrons sont dans des orbitales di�érentes, ils interagissent
moins. Pour un atome à deux électrons dans la con�guration �snl , on s’attend à
ce que l’énergie de répulsion (Ed ±Ee) diminue avec n, car lorsque n est grand, le
rayon de la fonction d’onde d’indice n augmente et celle-ci chevauche de moins
en moins la fonction d’onde de l’électron �s.

On peut maintenant aisément remarquer pourquoi l’approche de la théorie
des perturbations est insatisfaisante. Dans la limite où n est grand, l’électron ex-
cité voit un noyau de charge+Ze et un électron �s dont la charge−�e est concen-
trée très près du noyaux. Dans cette condition, le théorème de Gauss suggère
qu’un électron fortement excité ne devrait ressentir que l’attraction d’un noyau
écranté par l’électron �s, produisant une charge e�ective (Z − �)e. Cependant,
la méthode des perturbations impose l’utilisation des fonctions d’onde hydro-
génoïdes où seulement la charge réelle du noyau intervient. Ainsi, elle con�ne
davantage les électrons dans un même volume et mène à une énergie de répul-
sion qui est trop élevée.

Pour les atomes multiélectroniques, l’écrantage de la charge nucléaire par les
électrons joue un rôle important que la théorie des perturbations arrive mal
à considérer : un électron ne ressent pas la charge +Ze, mais seulement une
fraction de celle-ci. Nous présentons à la section suivante la méthode variation-
nelle. Cette méthode relativement simple permettra de tenir compte beaucoup
plus adéquatement du phénomène d’écrantage et o�rira un accord expérimental
plus satisfaisant. Il est possible d’utiliser la technique des per-

turbations à un ordre supérieur a�n d’obtenir
un meilleur résultat. Mais, pour exprimer la
fonction d’onde perturbée, il sera nécessaire
de faire le calcul de l’intégral de Coulomb sur
tous les états supérieurs, ce qui représente une
tâche formidable.
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La fonctionnelle E(��) = ��� �H ���� donne l’énergie d’un système dans
l’état ��. Si �� est la fonction d’onde de l’état fondamental ��, alors E(��) ≥ ��. Bien sûr, �� est inconnue

E(��). En minimisant l’énergie du système, la méthode variationnelle permet
de déterminer la fonction d’onde �� s’approchant de ��. Étant donné que cette
méthode détermine la valeur maximale que peut prendre l’énergie, il est straté-
giquement important de choisir une fonction d’essai appropriée, car la qualité
des résultats en dépendra.

Ce principe s’applique aussi bien aux niveaux excités qu’au niveau fonda-
mental. Après avoir déterminé la fonction d’onde du niveau fondamental ��,
il su�ra de construire une fonction d’onde du niveau excité, ��, orthogonale à
��. En appliquant itérativement cette procédure, il est possible de déterminer
les fonctions d’onde des premiers niveaux excités.

� .� . � ������������� �s�

Pour débuter, nous allons contraindre les deux électrons à occuper deux or-
bitales �s,mais nous n’utiliserons pas les fonctions d’onde hydrogénoïdes comme
nous l’avons fait à la section précédente. Pour ce développement, nous allons uti-
liser une version légèrement modi�ée où le nombre atomique Z de la fonction
d’onde ���� est remplacé par le paramètre variationnel � . La valeur de � mini-
misant l’énergie représentera la charge e�ective ressentie par un électron �s en
présence d’un deuxième électron �s. La fonction d’essai proposée est donc,

����(r, �) = � (��a�)��� e− �
a�

r

et la fonction d’onde symétrique du niveau fondamental �s� est

��s�(r�, r�, �) =����(r�, �)����(r�, �) (�.��)

=� (��a�)��� e− �
a�

r� � (��a�)��� e− �
a�

r�

=� (��a�)� e− �
a�

r� e− �
a�

r� .

En insérant cette fonction d’onde dans l’équation �.�, on trouve que l’énergie de Attention, le nombre atomique Z que l’on re-
trouve dans l’équation de Schrödinger est in-
changé. Ici, on se permet de modi�er la fonc-
tion d’onde, jamais l’hamiltonien !

notre système est

E(�) = (�� − �Z� + �
�
�)�Ry.

Ces trois termes représentent respectivement l’énergie cinétique, l’énergie d’at-
traction électrons-noyau et l’énergie de répulsion electron-électron. La condi-
tion minimisant l’énergie totale dE

d � = � donne � = Z − ���� et E� = (−Z� +
�
�Z − ��

��� )�Ry. Pour l’atome d’hélium, on trouve � = �.���. Le tableau �.� pré-
sente les résultats de la méthode variationnelle et les compare à ceux obtenus à
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Énergie �éorie des Méthode Expérience
perturbations (eV) variationnelle (eV) (eV)

EH -���.� -���.�
Ed �� ��.�
E -��.� -��.� -��.��

T���� �.�: Énergie de la con�guration �s�
d’un atome d’hélium.

l’aide de la méthode des perturbations. La présente méthode est beaucoup plus
satisfaisante et tout aussi simple à utiliser.

L’accord avec les données expérimentales est bienmeilleur lorsque l’on consi-
dère que l’électron ne ressent pas l’intégralité de la charge du noyau +eZ, mais
plutôt une fraction de celle-ci. Ceci permet de réduire l’énergie de répulsion et
de s’approcher du résultat expérimental. Ce phénomène d’écrantage est relative-
ment faible pour la con�guration �s�, car les fonctions d’onde des deux électrons
se chevauchent considérablement. Il devient particulièrement important pour
les états excités.

La densité de probabilité tracée à la Figure �.� démontre clairement l’e�et de
l’écrantage de la charge du noyau. Le rayonmaximisant la densité de probabilité
est maintenant r = a�

� .

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 rêa0

4p r2»f100HrL 2

Z=1.688

Z=2

F����� �.�: Densités de probabilité de fonc-
tions d’onde hydrogénoïdes avec Z=� ou avec
une charge e�ective de � = �.���. Cette
charge e�ective est produite par le phéno-
mène d’écrantage.

Plusieurs autres phénomènes physiques peuvent être dégagés enmodi�ant la
fonction d’onde d’essai initiale.Nous poursuivons en démontrant qu’il existe une
corrélation spatiale entre les deux électrons : la position d’un électron in�uence
la position de l’autre. Nous allons discuter de deux types de corrélation, radiale
et angulaire.

Nous allons maintenant démontrer qu’a�n de minimiser l’énergie de répul-
sion, les électrons ne possèdent pas tout à fait lemême rayonmoyen. La nouvelle
fonction d’essai fera intervenir deux paramètres, �� et ��. Ceux-ci correspondent
aux charges e�ectives ressenties par les deux électrons et déterminent le rayon
le plus probable de la fonction d’onde de chacun des électrons. Posons comme
fonction d’essai la fonction d’onde symétrique suivante,

��s�(r�, ��, r�, ��) = �√
�
(����(r�, ��)����(r�, ��)+ ����(r�, ��)����(r�, ��))

(�.��)

= �√
�
�� ����

a��
���� �e− ��

a�
r� e− ��

a�
r� + e− ��

a�
r� e− ��

a�
r�� .

.
Après un calcul quelque peu fastidieux, on trouve la fonctionnelle suivante pour
l’énergie,

E(��, ��) = � ��� + �����d� + ����+ �d� − Z(�� + ��) (�.��)

+ ��
�+ d� ��−

�x + �
(�+ x)� +

��x�

(�+ x)� �� �Ry
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où x = ����� et d� = ��(����)�(�� + ��)−�. Le premier terme représente l’énergie
cinétique, le deuxième l’attraction électrons-noyau et le troisième la répulsion
des électrons. La solution numérique à cette équation donne pour l’atome d’hé-
lium �� = �.����, �� = �.���� et une énergie de -��.�� eV. Comparativement
au résultat précédent, cette nouvelle fonction d’essai permet de minimiser da-
vantage l’énergie en posant que les électrons occupent des rayons di�érents. La
Figure �.� illustre les densités de probabilité des deux fonctions d’onde radiales
minimisant l’énergie. Il est intéressant de noter que le positionnement des élec-
trons sur deux orbites di�érentes augmente, comparativement à la fonction d’es-
sai à un paramètre, l’énergie cinétique et l’énergie d’attraction électrons-noyau
de �.� eV, mais il permet de réduire la répulsion électron-électron de -�.� eV,
produisant ainsi une réduction nette d’énergie.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 rêa0

4p r2»f100HrL 2

Z=1.688

Z=2.197

F����� �.�: Densités de probabilité corres-
pondant aux charges e�ectives � = �.���� et
� = �.����. La corrélation radiale des électrons
résulte en des rayonsmoyen sensiblement dif-
férents.

A�n de tenir compte de la corrélation angulaire et radiale, la fonction d’onde
suivante est utilisée

��s� = (�+ c
�

r�� + r�� − �r�r� cos �)e−�(r�+r�)�a� (�.��)

où � est l’angle entre les deux vecteurs représentant la position des électrons.
Comme le requiert le niveau fondamental, la fonction d’onde spatiale est symé-
trique. L’énergie, minimisée avec les paramètres c = �.���� et � = �.����, est de
-��.� eV, ce qui est en excellent accord avec l’énergie expérimentale de -��.�� eV,
démontrant que la corrélation angulaire est aussi un facteur important.

La Figure �.� présente les densités de probabilité en fonction de la position
des électrons lorsque l’angle � est de � et � . Lorsque � = �, les deux électrons sont
à la même position angulaire et pour s’éviter, les rayons les plus probables sont
di�érent et égals à (r�, r�) = (�.���, �.���)a� ou à (�.���, �.���)a�. Lorsque
� = �, les électrons sont à l’opposé l’un de l’autre et le rayon le plus probable est
le même pour les deux électrons, r� = r� = �.���a�.

F����� �.�: Densités de probabilité corres-
pondant à la fonction d’onde présentée à
l’équation �.�� pour trois angles � = �, ���
et ���. La ligne noire représente la condition
r� = r�

Comparativement à la théorie des perturbations, la méthode variationnelle
donne unmeilleur accord avec les résultats expérimentaux et aide à dégager cer-
tains e�ets essentiels à la compréhension de l’atomed’hélium, tels que l’écrantage
et les corrélations radiales et angulaires.

� .� .� ����� ������� : ������������� �s�s

Il est évident que la méthode variationnelle est avantageuse pour le calcul
des énergies des di�érents niveaux d’énergie, car elle permet de considérer re-
lativement facilement l’écrantage, un e�et qui devient de plus en plus impor-
tant lorsque l’électron excité s’éloigne du noyau. Par contre, il n’est pas aisé de
traiter de l’interaction d’échange lors des calculs variationnels, car l’utilisation
d’une fonction d’onde symétrisée ajoute plusieurs termes au traitement mathé-
matique. Nous allons donc procéder en deux étapes et recourir aux deux mé-
thodes d’approximation que nous avons utilisées jusqu’à présent :

�. Nous allons utiliser la méthode variationnelle pour calculer l’énergie, mais
nous allons omettre de symétriser la fonction d’onde électronique. Ceci im-
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plique que les deux électrons sont discernables et que l’interaction d’échange
n’est pas considérée.

�. Par la suite, nous allons symétriser la fonction d’onde et calculer l’interaction
d’échange à l’aide de la théorie des perturbations.

Cette approche permet d’alléger considérablement les calculs et donne de re-
lativement bons résultats, car l’écrantage est adéquatement considéré et, comme
nous l’avons déterminé précédemment, l’interaction d’échange est relativement
petite, de l’ordre de �.� eV pour l’atome d’hélium, donc il est tout à fait justi�é
de recourir à la méthode des perturbations.

Contrairement à la théorie des perturbations, laméthode variationnelle n’uti-
lise pas les fonctions d’onde hydrogénoïdes,mais des versionsmodi�ées de celles-
ci. Il faudra donc s’assurer que les fonctions d’onde utilisées soient normalisées
et orthogonales entre elles. �� ��. Pour la fonction d’onde du niveau fonda-

mental, nous allons utiliser la fonction d’onde
variationelle à un paramètre :

��s�(r� , r� , ��s) = ��s(r� , ��s)��s(r� , ��s)
= �� ��s

a�
�� e−��s (r�+r�)a�

(�.��)

où ��s = Z − ���� tel que déterminé à la sec-
tion précédente.

Pour l’électron �s de la con�guration �s�s, nous allons poser qu’il ressent toute
la charge du noyau Z, car l’électron �s est relativement éloigné et écrantera peu
la charge nucléaire. Par contre, l’électron de la couche �s devrait être considé-
rablement écranté par l’électron �s, nous allons donc utiliser pour le décrire la
fonction hydrogénoïde �s où Z sera remplacé par la charge e�ective � . Cette
charge e�ective sera notre paramètre variationnel. Ainsi, la fonction d’essai pour
la con�guration �s�s est,

��s�s(r�, r�, �) = ��s(r�, Z)��s(r�, �)
= �� Z

a�
���� e−Z r�

a� × �� �
�a�
���� ��− �r�

�a�
� e−� r�

�a� .

(�.��)

Cette fonction d’onde n’est pas admissible, car elle n’est pas orthogonale à la
fonction d’onde du niveau fondamental ��, ��s�(r�, r�, ��s). Puisque ��s(r�, Z) ��. Les fonctions d’onde associées à un opéra-

teur hermitien tel que l’hamiltonien doivent
absolument être orthogonales.

et ��s(r�, ��s) représente le même état, l’orthogonalité des fonctions d’onde re-
pose sur l’orthogonalité de fonctions ��s(r�, ��s) et ��s(r�, �). L’intégrale sur
tout l’espace du produit de ces deux fonctions donne

��
√
�(��s�)��� ��s − �(���s + �)� .

Comme � n’est pas nécessairement égale à ��s , les deux fonctions de Laguerre
ne sont plus mutuellement orthogonales. Il est donc nécessaire de modi�er la
fonction d’onde �.�� en ajoutant les constantes c et d, la première établissant
l’orthogonalité et la deuxième la normalisation,

��s(r�, �) = �d � �
�a�
���� ��− c �r�

�a�
� e−� r�

�a� .

(�.��)
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La condition d’orthogonalité est satisfaite avec c = (�Z − ���+ �)�(��) et la nor-
malisation est assurée par d = (� − �c + �c�)−���. La fonction d’essai du niveau
�s�s orthogonale à la fonction d’onde du niveau �s� est alors,

��s�s(r�, r�, �) = �� Za� �
���

e−Z r�
a� × �d � �

�a�
���� ��− c �r�

�a�
� e−� r�

�a� . (�.��)

Étant donné que l’électron �s est dans un état propre de l’hamiltonien H�, la
somme de l’énergie cinétique et l’énergie d’attraction électron �s-noyau est sim-
plement E� = −Z�R. Comme ��s(r�, �)n’est pas un état propre deH�, on calcule
pour E�,

E�(�) = d�

�
�(�− c + c�)�� − (�− �c + �c�)Z�)�Ry

Pour l’énergie de répulsion, l’intégrale directe donne

Ed(�) = �d�Z�
(�Z + �)� �(��+ �c(−�+ �c))Z� + (��+ ��c(−�+ �c))Z�� (�.��)

+ (��+ ��c(−�+ �c))Z��� + (��+ ��c(−�+ c))Z��
+ (�+ �c(−�+ c))���Ry.

La minimisation de la fonctionnelle E(�) = E� + E�(�) + Ed(�) donne une
énergie de -��.�� eV pour � = �.���. La �gure �.�montre les deux composantes
de la fonction d’onde ��s�s(r�, r�, ��s�s = �.���). On remarque que l’électron �s
écrante considérablement le charge nucléaire ressentit par l’électron �s, lui per-
mettant de s’éloigner du noyau et de minimiser l’énergie de répulsion électron-
électron.

2 4 6 8 10 rêa0

4p r2»f 2 s 2Hr, z =1.2314L

4p r2»f 1 s 2Hr, Z=2L

F����� �.�: Densités de probabilité de fonc-
tion des deux fonctions d’onde composant
��s�s(r� , r� , ��s�s)

Maintenant que la méthode variationnelle nous a permis de déterminer la
fonction d’onde ��s�s , nous allons utiliser la théorie des perturbations pour le
calcul de l’énergie d’échange. Elle est donnée par l’intégrale,

Ee = ��(r�, Z)�(r�, ��s�s) � �
r��
��(r�, Z)�(r�, ��s�s)� ,

où (r��)−� se réduit simplement à (r>)−� après intégration de la partie angulaire.
En intégrant sur r� et r�, on trouve

Ee =��d��s�sZ����s�s(�Z + ��s�s)� ���Z� + (��− ��c�s�s)Z��s�s (�.��)

+(�+−��c�s�s + ��c��s�s)���s�s�Ry (�.��)

En insérant les valeurs numériques trouvées précédemment, on obtient Ee =
�.��� eV. Comme Ee est signi�cativement plus faible que Ed , l’utilisation de la
théorie des perturbations est ici tout à fait appropriée.

Le tableau �.� donne les composantes énergétiques des premiers niveaux de
l’atome d’hélium. Lorsque n et l augmente, on remarque que l’écrantage est très
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e�cace (� → �) et que énergie de répulsion directe et l’énergie d’échange dimi-
nuent, car le chevauchement des fonctions d’onde �s et nl diminue rapidement.
Pour le niveau �s�d, l’écrantage est presque parfait et l’énergie de liaison de l’élec-
tron �d (−�.���Ry + �Ry = �.���Ry) est identique à l’énergie d’ionisation du ni-
veau n = � (�.���Ry) de l’atome d’hydrogène. Ainsi, lorsque le chevauchement
des fonctions d’onde devient négligeable, les énergies des niveaux excités sont
celles de l’atome d’hydrogène.

État � EH (eV) Ed (eV) Ee (meV) Etot . (eV) Eex p.(eV)

�s�s (�S) �.���� -��.�� �.��� -��� -��.�� -��.���
�s�s (�S) �.���� -��.�� �.��� +��� -��.�� -��.���
�s�p (�P) �.���� -��.�� �.��� -��� -��.�� -��.���
�s�p (�P) �.���� -��.�� �.��� ��� -��.�� -��.���
�s�s (�S) �.���� -��.�� �.��� -��.� -��.�� -��.���
�s�s (�S) �.���� -��.�� �.��� ��.� -��.�� -��.���
�s�p (�P) �.���� -��.�� �.��� -��.� -��.�� -��.���
�s�p (�P) �.���� -��.�� �.��� ��.� -��.�� -��.���
�s�d (�D) �.���� -��.�� �.��� -�.�� -��.�� -��.���
�s�d (�D) �.���� -��.�� �.��� �.�� -��.�� -��.���

T���� �.�: Énergies des états excités de
l’atome d’hélium calculées avec une combi-
naison de la méthode variationnelle et de
la théorie des perturbations pour l’énergie
d’échange.
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Les objectifs de ce laboratoire sont les suivants :
– mesurer les spectres d’émission de plusieurs gaz atomiques ;
– calibrer la réponse spectrale d’un spectromètre ;
– identi�er les transitions atomiques de l’hydrogène ;
– identi�er les transitions atomique de l’atome d’hélium ;
– interpréter les di�érences et les similarités entre les raies d’émission de

l’atome d’hydrogène et d’hélium ;
– déterminer la séparation singulet-triplet de l’état �s�p de l’atomed’hélium ;
– comparer cette séparation à la valeur théorique calculée à l’aide de la mé-

thode variationnelle et de la théorie des perturbations.

� .� .� ���������������

L’instrumentation pour ce laboratoire est relativement simple, elle est com-
posée de lampes à décharge et d’un spectromètre dans lequel un détecteur CCD
est intégré.

����� � ���������
Nous utiliserons au cours de ce laboratoire des lampes à décharge a�n deme-

surer di�érents spectres. Il s’agit de lampes similaires aux lampes �uorescentes
utilisées pour l’éclairage. Ces lampes sont composées de deux électrodes, la ca-
thode et l’anode, placées sous atmosphère gazeuse (de l’hélium dans notre cas),
tel que le montre la �gure �.�. Les lampes que nous utiliserons est placée dans
une enceinte remplie d’azote.

Anode Cathode
Plasma d’hélium

Enceinte d’azote
Contact électrique

é

é é

é
é

He+ He+
He+

He+He+

F����� �.�: Schéma de la lampe à décharge
d’hélium utilisée dans le laboratoire.

Ce type de lampe émet de la lumière sous l’application d’une tension de
quelques centaines de volts sur les électrodes. Son principe de fonctionnement
est le suivant :

�. Lorsque la tension est appliquée, le potentiel électrique sur l’anode est suf-
�sant pour générer de l’émission thermoïonique. Les électrons ainsi éjectés
sont accélérés sous l’e�et du champ électrique vers la cathode. Ils subiront
des collisions en chemin avec les atomes d’hélium. Ces collisions ont deux
e�ets possibles : exciter un électron dans un niveau supérieur ou encore ioni-
ser l’atome. Les atomes ionisés formeront un plasma et contribueront à leur
tour à exciter le gaz. Les atomes excités seront responsables des transitions
optiques observées.

�. La lampe atteint après quelques millisecondes un régime stationnaire. Le
nombre d’atomes participant au plasma est alors stable et un courant (d’en-
viron �A) circule dans la lampe pour entretenir l’émission.

������������
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Le spectromètre utilisé dans ce laboratoire est le Ocean Optics USB���� dé-
crit plus en détails dans les annexes des laboratoires de spectroscopie. Pour plus
d’informations sur l’acquisition de spectres à l’aide de cet appareil, référez-vous
à l’annexe A.�. Notons que nous n’utiliserons pas de �bre optique à l’entrée du
spectromètre étant donné que celle-ci transmet mal la lumière à des longueurs
d’onde inférieures à ��� nm.

� .� .� ������� �� �����������

Attention : Soyez prudents lorsque vous manipulez les lampes à décharge. Elles
sont fragiles et contiennent des gaz toxiques. Ne touchez pas à la surface des
lampes à mains nues, car les graisses corporelles peuvent a�ecter leur bon fonc-
tionnement.

La réponse du spectromètre en fonction de la longueur d’onde a été calibrée
en usine. Cette calibration est acceptable pour de nombreuses applications,mais
elle n’est pas su�sante pour la spectroscopie atomique où les raies d’émission
sont très �nes et où la précision désirée sur la position de ces raies est grande.
Il sera nécessaire dans un premier temps de véri�er la calibration et d’obtenir la
courbe de réponse du spectromètre a�n de corriger les spectres mesurés lors de
ce laboratoire.

Au cours du laboratoire, les lampes d’argon, de mercure et d’hélium seront
branchées au contrôleur Spectroline. Ce contrôleur permet de faire varier le cou-
rant en régime stationnaire circulant dans une lampe. Pour allumer une lampe,
voici la procédure :

– Placez la lampe sur son socle devant le spectromètre ;
– Branchez celle-ci tout en maintenant le contrôleur en position fermée ;
– Placez le courant au minimum.
– Allumez la lampe. Si elle ne s’allume pas ou si elle est instable, vous pou-

vez augmenter le courant. Toutefois, n’excédez pas la valeur indiquée pour
chacun des gaz, au risque d’endommager la lampe.

La lampe à hydrogène est quant à elle déjà installée sur son contrôleur.
Attention : N’allumez pas la lampe à hydrogène pendant plus de �� secondes
car elle pourrait surchau�er. Après avoir éteint la lampe, attendez environ �� s
avant de la rallumer pour qu’elle refroidisse.

�. Mesurez le spectre d’une lampe demercure pour calibrer le spectromètre sur
les plus courtes longueurs d’onde. Pour s’assurer d’avoir une bonne calibra-
tion, il est utile de déplacer latéralement la lampe (ou le spectromètre) a�n
de maximiser l’intensité d’une raie. De cette façon, vous vous assurez que la
lampe est bien centrée par rapport au spectromètre. Ce centrage devrait être
répété à chaque fois que vous changez de lampe.

�. Mesurez le spectre d’une lampe d’argon pour calibrer les longues longueurs
d’onde.

�. Assurez-vous d’obtenir su�samment de raies pour calibrer le spectre visible
de ��� à ��� nm.
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Ensuite,

�. Mesurez le spectre d’émission d’un gaz d’hélium. Il sera nécessaire de prendre
plusieurs spectres avec di�érents temps d’intégration a�n de mesurer �) les
raies intenses sans saturer le détecteur et �) les raies les plus faibles en ne se
souciant pas de saturer le détecteur à la position des raies intenses.

�. Assurez-vous d’avoirmesuré les raies aux positions approximatives suivantes :
���, ���, ���, ��� et ��� nm.

�. Mesurez �nalement le spectre de la lampe à hydrogène. Vous devrezmesurer
deux spectres : le premier en évitant de saturer les raies les plus intenses, puis
le deuxième en saturant ces raies pour observer quelques raies supplémen-
taires.

� .� .� ������� �������������

�. Utilisez la table de référence �.� a�n de déterminer la correction à appor-
ter aux longueurs d’onde expérimentales. A�n de véri�er l’identi�cation des
raies, il est souvent utile de considérer la séparation entre les raies plutôt que
la position de celles-ci.

�. En considérant les raies de référence exactes, tracez l’erreur du spectromètre
en fonction de la longueur d’onde. Faites un ajustement de courbe polyno-
mial (�t) appropriée (constante, linéaire, quadratique, etc.) a�n de trouvez
une courbe de calibration qui décrira l’erreur du spectromètre en fonction
de la longeur d’onde.

�. Corrigez toutes les raies mesurées à l’aide de cette réponse spectrale.

Hg(Ar) HgNe Xenon Argon Krypton

���.� ���.�� ���.� ���.� ���.�
���.� ���.�� ���.� ���.� ���.�
���.� ���.�� ���.� ���.� ���.�
���.�� ���.�� ���.� ���.� ���.�
���.� ���.��� ���.� ���.� ���.�
���.� ���.��� ���.� ���.� ���.�
���.� ���.�� ���.� ���.�� ���.�
���.��� ���.�� ���.� ���.�� ���.�
���.��� ���.�� ���.� ���.�� ���.�
���.��� ���.�� ���.� ���.�� ���.�
���.� ���.�� ���.� ���.�� ���.�
���.� ���.�� ���.� ���.��� ���.��
���.� ���.��* ���.� ���.��� ���.��
���.�� ���.��* ���.� ���.�� ���.��
���.�� ���.���* ���.� ���.�� ���.��
���.�� ���.���* ���.� ���.�� ���.��
���.�� ���.��* ���.� ���.�� ���.��
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Hg(Ar) HgNe Xenon Argon Krypton

���.�� ���.��* ���.� ���.�� ���.��
���.�� ���.� ���.�� ���.��
���.� ���.� ���.� ���.��

���.� ���.� ���.��
���.� ���.� ���.��
���.� ���.��
���.� ���.�
���.� ���.�
���.� ���.�
���.�
���.�
���.�
���.�

T���� �.�: Longueur d’onde (en nm) des principales raies d’émission de
plusieurs gaz atomiques. Ces données ont été validées par les laboratoires
nationaux de métrologie.

L’analyse des raies d’émission de l’atome d’hélium est basée sur les trois consi-
dérations suivantes : Il est utile de consulter la �gure �.� pour bien

saisir ces aspects de l’analyse
a) On considère que les transitions observables dans le visible sont l’équi-

valent des raies de Balmer pour l’atome d’hélium (n ≥ �→ n = �), car
les transitions n ≥ � → n = � sont dans l’ultraviolet et la plupart des
transitions (n ≥ �→ n = �) sont probablement dans l’infrarouge.

b) Les transitions électroniques aboutissant en n = � impliquent l’état
�s�s ou l’état �s�p. En utilisant la règle de sélection �l = ±�, on conclut
que le spectre sera dominé par les transitions �snp → �s�s et �snd →
�s�p.

c) Les énergies des niveaux �snd sont pratiquement identiques aux éner-
gies de l’atome d’hydrogène, car �) la fonction d’onde de l’électron
�s écrante presque parfaitement la charge du noyau produisant une
charge nucléaire e�ective Ze f f ≈ � et �) l’interaction d’échange est très
faible. Ces deux e�ets découlent du faible chevauchement des fonc-
tions d’onde des l’électron �s et nd.

À l’aide de ces considérations, on pose que l’énergie des transitions �snd → �s�p
moins l’énergie de la transitions correspondante de l’atome d’hydrogène (n ≥
�→ n = �) devrait être égale à une constante. Étant donné que la dégénérescence
du niveau �s�p est levée par l’interaction d’échange, il y aura deux constantes
correspondant à la séparation du singulet et du triplet par rapport au niveau
n=� de l’atome d’hydrogène,
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EHe(�snd → (�s�p)�P)− EH(n → �) =K�P (�.��)

EHe(�snd → (�s�p)�P)− EH(n → �) =K�P

Ces deux constantes permettront de déterminer l’interaction d’échange séparant
les niveaux �P et �P. L’analyse des données s’e�ectue de la façon suivante :

�. Déterminez les longueurs d’onde des raies mesurées pour l’atome d’hélium.
Attention, il pourrait y avoir une contamination à l’argon dans la lampe d’hé-
lium. Véri�ez que les raies identi�ées ne se retrouvent pas également sur les
spectres de la lampe de calibration d’argon. Vous devriez identi�er une ving-
taine de raies, dont celles spéci�ées précédemment.

�. Corrigez ces données a�n de tenir compte des erreurs de calibration de l’ins-
trument de mesure.

�. Sur vos spectre d’hydrogène, déterminez les longueurs d’onde d’émission de
la série de Balmer. Vous devriez observer � transitions provenant de cette
série. Pour faciliter l’identi�cation des raies d’hydrogène, vous pouvez vous
référer aux énergies théoriques d’émission.

�. Calculez les énergies séparant chacune des raies mesurées de l’atome d’hé-
lium de chacune des raies de l’atome d’hydrogène dans le visible.

��. Tracez un histogramme de ces énergies et repérez les énergies qui reviennent
fréquemment.Attention, l’explorationdes données à l’aide d’unhistogramme
dépend du nombre de classes et de la position de celles-ci.Note : Le nombre
d’occurencemaximal dans votre histogrammenedevrait pas excéder le nombre
de raies de l’atome d’hydrogène considérées.

��. Déterminez l’origine de ces énergies et déterminez la valeur de l’interaction
d’échange.

��. Expliquez pourquoi les transitions impliquant les niveaux �s�s ne révèlent
aucune corrélation avec les transitions de l’atome d’hydrogène.

��. Tracez le spectre de l’atome d’hélium. Sans utiliser de sources d’informations
externes, identi�ez les niveaux impliqués pour le plus grand nombre de tran-
sitions possible (par exemple, �s�s – �s�p). L’identi�cation de la plupart des
raies peut être faite en utilisant les résultats du point ��. De plus, certaines
transitions sont données au tableau �.�. Décrivez votre raisonnement. (Cer-
taines transitions ne pourront pas être identi�ées).

��. Comparez l’énergie d’interaction d’échange trouvée expérimentalement à la
valeur théorique donnée au tableau �.�. Discutez des di�érentes approxima-
tions du calcul théorique ainsi que de la qualité et de la précision de vos
résultats expérimentaux.
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